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微分中值定理“中间点”的渐近性
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摘要：为了研究区间两端点同时趋近于一定点时 , 柯西微分中值定理“中间点”的渐近性 , 利用二元函数洛

必达法则建立了柯西微分中值定理“中间点”的渐近估计式。与已有文献使用的方法相比，该方法证明过程

简练 , 所得结果新颖，并推广、改进了有关文献中的结果。 
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Asymptotic Behavior of "Intermediate Point" for Differential
Mean Value Theorem
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Abstract: The purpose of this paper is to study the asymptotic behavior of the "intermediate point" of Cauchy differential 

mean value theorem when the two ends of the interval approach a certain point at the same time. By using the L'Hospital's 

rule of binary function, the asymptotic estimates of the "intermediate point" of Cauchy differential mean value theorem 

are established. Compared with the previous studies, this paper uses the L'Hospital's rule of binary function to study its 

asymptotic behavior, which makes the proof process concise. The results obtained in this paper are original, can improve 

and extend the corresponding results of some references.
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关于在区间[a，b] 上建立的中值定理“中间点”的渐近性，许多作者做过广泛研究，如 ：文献 [1-13]

讨论了当 时“中间点”的渐近性与在点a 的可微性 ；文献 [14-18] 讨论了当 时“中间点”的渐近

性。对于当区间两端的a 与b 同时趋近于一定值 时“中间点”的渐近性态，也有些讨论，可见文

献 [19-22]。而这些多数是用泰勒公式展开证明的，对于使用二元函数洛必达法则研究其渐近性尚鲜有

报道。 本文讨论当 时，柯西微分中值定理“中间点”的渐近性，给出了几个渐近估计式。下

面引入二元函数洛必达法则、柯西微分中值定理和引理。
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1　预备知识

二元函数洛必达法则 [23]　设二元函数 f (x，y)，g (x，y) 在邻域uo (p0，δ) 可微，满足

1 ） ，

2 ） ，

3 ） ，

则 ，其中 ： A 为实数 ； ； 。

柯西微分中值定理  若函数 f 与g 在闭区间[a， b] 上连续， f 与g 在开区间（a， b）内可导g'(x) ≠ 0，则在

（a，b）内至少存在一点ξ，使得 。

引理 1　 设 在 [a，b] 上 具 有 直 至 n 阶 导 数，η 为 [a，b] 上 的 固 定 点， （1 ≤ i ≤n-1）且

，则 ， 。

证明 ：连续n-1 次使用一元函数洛必达法则可证引理 1 成立。证毕。

2　主要结果

定理 1　在 柯 西微 分 中 值 定 理 条 件下，再设 f (x)，g (x) 在 [a，b] 上 具 有 直 至 n 阶导 数，f (i)(η)=0，

g (i)(η)=0(1 ≤ i ≤n-1) 且 。 若 ， 则 柯 西 微 分 中 值 定 理“ 中 间

点” ，有渐 近估计式

　　　　　　　　　　　　　 ，	 （1 ）

其中 ：极限 K，A，B 为有限实数 且 A 与B 非零 ；α 与β 为实数，α>-1，β>-1 且α ≠β ；η 为 [a，b] 上的固定点 ；

n ≥ 1。

证明 ：作辅助函数 。由二元函数洛必达法则和引理 1 有
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　　　　　　　　　　　　　　 。	 （2）

由柯西微分中值定理和引理 1，并注意到当 时必有 ，所以有

。	（3）

由式（2）与式（3）可得到式（1）。

定理 2　在定理 1 的条件下，若α = β，再设 。若 ，则柯西微分

中值定理“中间点” ，有渐近估计式

                                                     ，	 （4）

其中 ：极限 K，C 为有限实数且C 非零 ； γ 为实数，γ>-1 ； η 为[a，b] 上的固定点 ； n ≥ 1。

证明 ：作辅助函数 。由二元函数洛必达法则和引理 1 有

        。	 （5）

由柯西微分中值定理和引理 1，并注意到当 时必有 ，所以有
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                                                               。	 （6）

由式（5）与式（6）可得到式（4）。

推论 1　在 柯 西微 分中值 定 理 条 件下，再设 f (x)，g (x) 在 [a，b] 上分 别 具 有直 到p-1 和 q-1 阶导 数，

在 η 点 分 别 存 在 p 和 q 阶 导 数，f (i)(η)=0(1 ≤ i ≤p-1)，g (i)(η)=0(1 ≤ i ≤q-1) 且 f (p)(η) ≠ 0，g(q)(η) ≠ 0。 若

，则柯西微分中值定理“中间点” ，有渐近估计式 ，其中：

极限 K 为有限实数 ；η 为[a，b] 上的固定点 ； p，q ≥ 1 且 p ≠q。

证明 ：在定理 1 中取 n=1，α=p-1，β=q-1， 则有

， 。

由定理 1 有 。  

推论 2　在 推 论 1 的 条 件下，若 p = q，再设 f (x)，g (x) 在 [a，b] 上 具 有 直 至 s 阶导 数，且

。若 ，则柯西中值定理“中间点” ，有渐近估计式

，其中 ：极限 K 为有限实数 ；η 为[a，b] 上的固定点 ；n ≥ 1。

证明 ：在定理 2 中取 n = 1，γ = s-1，α = p-1，则有

 ，  ，
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 。

由定理 2 有 。 

在定理 1 和定理 2 中取 η = a，则 K = 0，于是可得如下推论。

推论 3　在 柯 西微 分中值 定 理 条 件下，再设 f (x)，g (x) 在 [a，b] 上具 有 直 至 n 阶导 数，f (i)(a) = 0， 

g (i)(a)=0(1 ≤i ≤n-1) 且 ，则柯 西微分中值 定理“中间点” ，有渐

近 估 计 式 ，其 中 ：极 限 A，B 为 非 零 有 限 实 数 ；α 与β 为 实 数，α>-1，β>-1 且α ≠β ；

n ≥ 1。 

推论 4　在 推 论 3 的 条 件下， 若α=β，再设 ，则 柯 西微 分 中 值 定 理“中

间点” ，有渐 近估 计 式 ，其中 ：极 限C 为非 零 有限 实 数 ；γ 为 实 数，γ>-1 ；

n ≥ 1。 

注1 　推论 3和推论4 推广了文献[1-2] 的相应结果，且条件比文献[1] 弱，因为推论 3和推论4 不要求 f'(x)， 

g'(x) 连续。但推论 3 和推论 4 的条件比文献 [2] 略强， 这是因为文献 [2] 不要求 f (x)， g (x) 在左端点a 处可导。

例 1　 在 [0，b](b>0) 上 取 ，g(x)=x2， 则 ，

。

取 ，β=1，n=1，则满足推论 3 的所有条件，于是由推论 3，有 。

对 ， ，应用柯西中值定理，存在 ，使  

。

据此有 。这与应用推论 3 得出的结论一致。

注 2　本文获得的结果能够移植到其他中值定理上，例如积分中值定理、广义泰勒中值定理 及高

阶 Cauchy 中值定理等， 这值得我们作进一步讨论。
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